PROGRAMOZASI TETELEK

Most nyolc, a szakirodalomban jol ismert programozasi tételt mutatunk be. Ezek
kelléen altalanos formajhiak ugyan, de mindegyikiiknél az egész szamok egy tartomanyan
értelmezett fliggvény (vagy fliggvények) értékeinek feldolgozasa a cél. Ez a tartomany az
egész szamoknak egy zart intervalluma, ezért a tételeinket intervallumos programozasi
tételeknek is szoktuk nevezni.

Az Osszegzés egy fliggvénynek az egész szamok egy intervallumén felvett értékeit adja
Ossze. A szamlalas esetében ez a fiiggvény logikai értékeket vesz fel az intervallumon, €s azt
kell meghataroznunk, hogy ezen értékek kozott hany igaz van. A linedris keresés sorban,
egymads utan vizsgalja meg egy intervallum elemeit, és az elsé olyan elemnél allnak meg,
amelyre a feladatnal definialt logikai fliggvény igaz értéket mutat. A maximum kivalasztés
egy fliggvénynek az egész szamok egy intervallumén felvett értékei kozott keresi meg az
egyik legnagyobbat. Az egész szdmokon értelmezett rekurziv fliggvény helyettesitési értékét
egy adott egész szamra ugy tudjuk meghatarozni, hogy elébb a megel6z6 néhany egész
szamra kiszdmoljuk a fiiggvény értékeit. A ,legels6” fiiggvényérték meghatarozasatol a
kivant fiiggvényérték meghatarozasaig az egész szdmok egy intervallumat kell befutnunk.
Nem kotddik intervallumhoz ellenben a lineéris kivalasztas. Ezt a linedris keresésekhez
hasonl6 olyan esetben hasznalhatjuk, ha biztosan tudjuk, hogy a keresett elem Iétezik. Ez a
keresés is az egész szamegyenesen folyik, de elég megadni a keresés kezddpontjat, a keresés
addig tart, amig a keresési feltétel (egész szamokon értelmezett logikai fliggvény) igaz nem
lesz, de errdl tudjuk, hogy elébb-utobb bekovetkezik. Itt tehdt a keresés sordn egy olyan
intervallumot jarunk be, amelynek a végpontja csak implicit médon van megadva.

Az intervallumokra a feladatosztalyok kiilonféle eldfeltételeket fogalmaznak meg. Nem
lehet iires az intervallum a rekurziv fliggvény helyettesitési értékének meghatarozasakor,
illetve a kozonséges maximum kivalasztdsndl. A maximum kivélasztasnak van egy
altalanosabb valtozata is (feltételes maximum keresés), amely csak egy logikai feltételnek
megfeleld fiiggvényértékek kozott keresi a legnagyobbat, és itt az is megengedett, ha egyetlen
egy fiiggvényérték sem elégiti ki ezt a feltételt, vagy az intervallum iires. Egy logikai valtozo
jelzi, hogy egyaltalan volt-e vizsgalt fliggvényérték.

Az algoritmusmintak f(i), &i), h(i, ¥, y1, ... , Yk1) kifejezései az f, £, h fiiggvények adott
argumentumu helyettesitési értékeit jelolik. Feltessziik, hogy ezek a helyettesitési értékek
kiszamithatoa



1. Osszegzés

Az Osszegzés programozasi tételét az eldzd alfejezetekben alaposan elemeztiik. Most
csak a teljesség igénye miatt ismételjiik meg.

Feladat: Adott az egész szamok egy [m..n] intervalluma és egy f:[m..n]—>H fiiggvény. A
H halmaz elemein értelmezett egy asszociativ, baloldali nulla elemmel rendelkezé miivelet
(nevezziik 6sszeadasnak és jel6lje ezt a +). Hatarozzuk meg az f fiiggvény [m..n]-en felvett

n
értékeinek az Osszegét, azaz a Z f(k) kifejezés értékét! (m>n esetén ennek az értéke
k=m

definici6 szerint a nulla elem).

Secifikacio:
A=(mZ, n:Z, ssH)
Ef=(m=m An=n")
n
Uf=(Ef A s= > f(i))

i=m

Algoritmus:

S,i:=0,m

i<n

s=s+ (i)

i=i+1




2. Szamlélas

Példaként gondoljunk arra a feladatra, amikor egy 20 f6s osztalyban azon didkok szamat
kell megadnunk, akik 6tost kaptak torténelembdl. A didkokat 1-t6l 20-ig megsorszdmozzuk,
és a torténelem jegyeiket egy 1-t61 20-ig indexelt t tombben taroljuk: az i-edik diak
osztalyzata a t[i]. Definidlunk egy [:[1..20]—L logikai fliiggvényt, amely azokhoz a
didkokhoz rendel igaz értéket, akik otost kaptak, mas szoval Ai) = (t[i]=5). Azt kell
meghataroznunk, hogy a [ altal felvett értékek kozott hany igaz érték szerepel. Ilyenkor
valgjaban O illetve 1 értékeket 0sszegziink attdl fliggden, hogy a logikai kifejezés hamis vagy
igaz. A szamlalas tehat az Osszegzés specidlis eseteként foghatd fel, amelyben az s=st+1
értékadast csak a A1) feltétel teljesiilése esetén kell végrehajtani.

Feladat: Adott az egész szdmok egy [m..n] intervalluma és egy A:[m..n]—L feltétel.
Hatarozzuk meg, hogy az [m..n] intervallumon a /3 feltétel hanyszor veszi fel az igaz értéket!
(Ha n>n, akkor egyszer sem.)

Soecifikacio:
A=(mZ,n:Z,c:N)
Ef=(m=Em An=n’)

Uf=(Ef/\c:Zn:1)

50
Algoritmus:
C,i:=0,m
iI<n
Ai) /
c.=ct+1 XIP
i=i+1




3. Maximum kivalasztas

Amikor olyan elemeket adunk meg (természetesen egy intervallumon értelmezett
figgvény altal felvett értékekként), amelyeket valamilyen szempont szerint 6ssze tudunk
hasonlitani, akkor megkérdezhetjilk, melyik elem a legnagyobb. A kérdés csak akkor
valaszolhatd meg, ha egyfeldl van legalabb egy ilyen elem, masfeldl barmelyik két elem
Osszehasonlithato, és ez az Osszehasonlitds egy ugynevezett teljes rendezési relacio. Példaul
arra vagyunk kivancsiak, hogy egy 20 {0s osztalyban kinek van a legjobb jegye torténelembdl.
A diakokat 1-t68]1 20-ig megsorszamozzuk, és a torténelem jegyeiket egy 1-t6l 20-ig indexelt t
tombben taroljuk: az i-edik didk osztalyzata a t[i]. Ez a tomb tekintheté egy f:[1..20]—>IN
fiiggvénynek (f(i)=t[i]), amely értékei kozott keressiik a legnagyobbat.

Feladat: Adott az egész szamok egy [m..n] intervalluma és egy f:[m..n]—H fliggvény. A
H halmaz elemein értelmezett egy teljes rendezési relacid. Hatarozzuk meg, hogy az f
fliggvény hol veszi fel az [m..n] nem iires intervallumon a legnagyobb értéket, és mondjuk
meg, mekkora ez a maximalis érték!

Specifikécio:
A=(mZ,n:Z,ind:Z, max:H)

Ef= (mEm An=n" An>m)
Uf= (Ef Ainde[m..n] A max=f(ind) A Vie[m..n]: max>f(i) )=

masképpen jeldlve, illetve roviditett jelolést hasznalva

= ( Ef A inde [m..n] A max = f(ind) = mrfllx ()=
i=m

— (Ef A max= max f (i) A ind= max, i) = ( Ef A maxind= max f (i))

= i=m i=m
Algoritmus:
max, ind, i :=f(m), m, m+1
i<n
max<f(i) /
max, ind:=f(i), i XIP
i=i+1

Konkrét esetekben nincs mindig sziikség a maximalis érték indexére. Ilyenkor az erre
vonatkozo értékadasokat elhagyhatjuk. Tipikusan ilyen eset az, amikor az f fiiggvény
identitds, azaz egy index és annak értéke megegyezik, mert ekkor a maximalis index és
maximalis érték is ugyanaz. A max valtozo elhagyasa hatékonysagi ok miatt nem javasolt
még akkor sem, ha a feladat nem kivancsi a maximalis értékre.



4. Feltételes maximum keresés

A maximum kivélasztast sokszor ugy kellene elvégezni, hogy a vizsgélt elemek koziil
csak azokat vessziik figyelembe, amelyek eleget tesznek egy adott feltételnek. Példaul, ha
ismerjiik néhany didk torténelem jegyeit, €s a nem jeles didkok kozott keressiik azt, akinek a
legtobb 6tose van. Az ilyen esetben el6fordulhat, hogy egyetlen elem sem elégiti ki a feltételt,
azaz a vizsgalat targyat képezd elemek halmaza tires. Ekkor azonban a maximum kivéalasztas
nem alkalmazhat6. Ezért adunk meg erre az esetre egy altalanosabb maximum keresést.

Feladat: Adott az egész szamok egy [m..n] intervalluma, egy f:[m..n]—>H fiiggvény és
egy B [m.n]—>L feltétel. A H halmaz elemein értelmezett egy teljes rendezési relacio.
Hatarozzuk meg, hogy az [m..n] intervallum f feltételt kielégitd elemei koziil az f fiiggvény
hol veszi fel a legnagyobb értéket, és mondjuk meg, mekkora ez az érték! (Lehet, hogy
egyaltalan nincs [ feltételt kielégit6 elem az [m..n] intervallumban vagy m>n.)

Soecifikacio:
A=(mZ,n:Z,I:L, ind:Z, max:H)
Ef=(m=m An=n")
Uf=(Ef A (I=3Jie[m.n:Ai)) A
(1= inde[m..n] A max=f(ind) A Aind) A (Vie[m..n]:&i) > max=f(i))))

Itt is bevezetlink egy rovid jelolést. Ebben ugy tekintiink a feltételes maximumkeresés
feladatara, mint egy olyan fiiggvényre, amelyik harom eredményt is ad: az elsé a logikai érték
(van-e egyaltalan adott tulajdonsagu elem az intervallumban), a madasodik az adott
tulajdonsagu elemekre (f fliggvény altal) adott értékek kozott a legnagyobb érték, a harmadik
egy olyan adott tulajdonsagu elem, amelyhez a legnagyobb érték tartozik

Uf = ( Ef A I,max,ind = mgx f(i))

B
Algoritmus:
[,i:=hamis, m
i<n
_Ai) | A Ai) \ I A Ai)
XKIP max< (i) [, max, ind :=
max, ind:=f(i),i | SKIP igaz, f(i), i
=i+l

A maximum kivalasztasnal emlitett egyszerlsités itt is alkalmazhat6.



5. Kivalasztas (szekvencialis vagy linearis kivalasztas)

Azokra a feladatokra gondoljunk, ahol egymas utin sorba Aallitott elemek kozott
keressiik az els6 adott tulajdonsagut gy, hogy tudjuk, hogy ilyen elem biztosan van, és igy a
vizsgalat soran csak véges sok elemet kell ellendrizni. Mivel a vizsgalt elemeket mindig meg
lehet sorszamozni, ez a feladat megfogalmazhatdo ugy is, hogy az egész szamok egy
félegyenesén elindulva kell az elsé olyan elemet megtaladlnunk, amelyikre egy adott feltétel
teljesiil. Példaul meg kell keresni az els6 200-nal nagyobb prim szamot. Tudjuk, hogy ilyen
biztosan van, igy a 201-t6l elindulva egyenként megvizsgaljuk az egész szdmokat, amig csak
primszamot nem taldlunk. Masik példa az, amikor egy osztilyban keressiik az elsé 06tos
torténelem jeggyel rendelkezd didkot, ha tudjuk, hogy ilyen biztosan van. A didkok
torténelem jegyeit ilyenkor egy 1-t61 20-ig indexelt t tombben taroljuk (az i-edik didk
osztalyzata a t[i]), ha a didkokat 1-t6l 20-ig sorszdmoztuk meg. A keresés szempontjabol
azonban k6zombds, hogy egy 20 f0s osztallyal van-e dolgunk.

Felfoghat6 az alapfeladat tigy is, hogy egy intervallum felsé hatarat kell megkeresni,
amelyik csak kozvetve adott egy logikai allitas segitségével: az els olyan szamot keressiik,
amelyikre az allitas igazat ad.

Feladat: Adott egy m egész szam és egy mt6l jobbra értelmezett S 77— feltétel.
Hatarozzuk meg, hogy az m-t6l jobbra es els6 olyan szamot, amely kielégiti a 3 feltételt, ha
tudjuk, hogy ilyen szam biztosan van!

Fecifikacio:

A=(mZ,ind:Z)

Ef = (mem' A Jkem: AK) )

Uf = (Ef A ind>m A Ai) A Vke [m..ind-1]:=AK) )
vagy roviditett jelolést alkalmazva:

Uf=(EfAind = se!jgctﬂ(ind) )

Algoritmus:

ind:=m

—/Aind)

ind ;= ind+1




6. Keresés (szekvencialis vagy linearis keresés)

Példaként tekintsiink véges szamt, sorba allitott elemet, amelyek kozott az elsd adott
tulajdonsagut keressiik. Mivel a vizsgalt elemeket mindig meg lehet sorszamozni, ez a feladat
megfogalmazhat6 gy is, hogy az egész szamok egy intervalluman kell balrdl az elsé olyan
elemet megtalalnunk, amelyikre az adott feltétel teljesiil. Keressiik meg példaul egy 20 fos
osztalyban az els6 olyan didkot, akinek a torténelem jegye 6tos. A didkokat 1-t8l 20-ig
megsorszamozzuk, és a torténelem jegyeiket egy 1-t61 20-ig indexelt t tombben taroljuk: az i-
edik diak osztalyzata a t[i]. Definialunk egy f:[1..20]—L logikai fiiggvényt, amely azokhoz a
diakokhoz rendel igaz értéket, akik 6tost kaptak, mas szoval Ai) = (t[i]=H).

Feladat: Adott az egész szamok egy [m..n] intervalluma és egy A [m.n]—L feltétel.

Hatarozzuk meg az [m..n] intervallumban balrdl az elsé olyan szamot, amely kielégiti a
feltételt!

Fecifikacio:
A=mZ,n:Z, 1L, ind:7Z)
Ef=(m=Em An=n')
Uf = (Ef A (I=3ie[m..n]: Ai)) A (I inde [m..n]AZind)AVie [m..ind-1]:—=/A()) )

vagy roviditett jelolést alkalmazva

Uf = (Ef A 1,ind = search 4()

Algoritmus':

[, i:= hamis, m

=l Ai<n
| = Ai)

ind:=i

i:=i+1

" A linearis keresés algoritmusmintajanak tobbféle valtozata is ismert. A mi céljainkhoz
legjobban a fent bevezetett valtozat illeszkedik.

[, ind := hamis, m-1 [, ind := hamis, m ind:=m
—l Aind<n \ —lAindsn ind<n A —A&(ind)
ind := inc+1 Y gind) ind := inc+1

| .= Aind) l:=igaz | ind := ind+1 | -=ind<n




7. Logaritmikus keresés

Az aldbbi mintafeladatot meg lehet oldani a kordbban bemutatott linedris keresés
segitségével is, mert ez a mintafeladat az ott latottnak specialis esete. De ha kihasznaljuk a
specialis tulajdonsagokat, akkor a linearis keresésnél latott algoritmusndl joval gyorsabb
keresO algoritmust tudunk eldallitani. Amig a linearis keresés egy h hossza intarvallumot
legrosszabb esetben h 1épésben tud atvizsgalni (a 1épések szama a hosszisag linearis
fliggvénye), addig a most bemutatasra keriil6 keresésnek legrosszabb esetben ehhez csak
logzh 1épésre van sziiksége.

A keresés otlete az, hogy ha monoton novekedden rendezett értékek kozott keresiink
egy adott értéket, akkor a keresési intervallumot felezziik el, és a felezd pontnal levd értéket
vessiik 0ssze a keresettel. Ha megegyeznek, akkor megtalaltuk a keresett értéket, ha a vizsgalt
érték nagyobb a keresett értéknél, akkor a keresett érték (ha egyaltalan ott van az értékek
kozott) a keresési intervallum elsd felében fordulhat csak eld (a rendezettség miatt), ha kisebb,
akkor a mésodik felében.

Feladat: Adott az egész szamok egy [m..n] intervalluma és egy f:Z—H fiiggvény,
amelyik az [m..n] intervallumon monoton névekvo. (A H halmaz elemei kozott értelmezett
egy rendezési relacid.) Keressiink meg a fliggvény [m..n] intervallumon felvett értékei kdzott
egy adott érteket!

Soecifikacio:
A=mZ,n:Z,h:Z, L, ind:Z)
Ef =(m=m A n=n" A h=h" A Vje[m..n-1]: f(j) <f(j+1) )
Uf = ( Ef A I=(Jje[m..n]:f(j)=h) A I=>(inde [m..n] A f(ind)=h) )

Algoritmus:

ah,fh,l :==m,n,hamis
I A ah<th
ind :=(ah+fh) div 2
find>h |\ find)<h [\ find)=h
fh-=ind-1 | ah=ind+l | |:=igaz




8. Rekurzv fliiggvény kiszamitasa

Tekintsiik a Fibonacci szamokat: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 12,.... Ezeket a Fib:N—N fiiggvény
allitja el6. Az els6 két Fibonacci szam definicid szerint az 1, azaz Fib(1)=1 és Fib(2)=1. A
tovabbi Fibonacci szamokat a megel6z0 két Fibonacci szdm 0Osszegeként kapjuk meg:
Fib(i)=Fib(i-1)+Fib(i—2). Ha az n-edik Fibonacci szamhoz szeretnénk eljutni (n>2), akkor
eldszor a harmadik, utdna a negyedik €s igy tovabb Fibonacci szdmot kell eléallitani, azaz
végig kell menniink a 3..n intervallumon. Masik példa az n faktoridlisinak meghatarozasa. A
Fact: N—N fiiggvény az 1-hez definicio szerint az 1-et rendel. Az 1-nél nagyobb szamok
faktorialisa a megel6z6 faktorialis segitségével allithato el6: Fact(i)=i*Fact(i—1). Az n szam
faktoridlisanak meghatarozasahoz (n>1) sorban egymas utdn meg kell hatdroznunk a 2..n
intervallum elemeinek faktorialisat.

Fenti példakban szereplé fliggvények i-dik helyen felvett helyettesitési értékét a
megel6z6 néhany fiiggvényérték és az i szam alapjan, azaz rekurziv moédon szamolhatjuk ki.
Azt, hogy hany megel6z6 fliggvényértékre van sziikség, a rekurzié rendjének nevezzik.
Lathatjuk, hogy minden szdmitashoz tartozik egy m..n intervallum. Ahhoz, hogy a fiiggvény
értekét az n egész szdmnal meghatarozzuk, sorban egymads utan ki kell szamolnunk a
fliggvény értékeit az m..n intervallum Osszes elemére. Az m szamra viszont csak ugy tudjuk
kiszamolni, ha kozvetleniil ismerjiik a fliggvény mnél kisebb helyen felvett néhany értékét,
szam szerint annyit, amennyi a rekurzio rendje. Az mszam a rekurzid bazisa.

Feladat: Legyen az f:Z—H egy k-ad rendii m bazist rekurziv figgvény (m egész szam,
k pozitiv egész szam), azaz f(i) = h(i, f(i-1), ... ,f(i—K) ) ahol i>m és a h egy ZxH*>H
fiiggvény. Ezen kivil f(m-1)=en1, ... , f(M-K)= €n« ahol en1, ... , émk H-beli értékek.
Szamitsuk ki az f fliggvény adott n (n>m) helyen felvett értékét!

Soecifikacio:
A=(n:Z, y:H)

n.y
Ef=(n=n" An>m)
Uf = ( Ef A y=f(n))

Algoritmus:

VoY1, oo s Vi1, | i= €m1, €m2, oe Bk M
i<n
Y Y1, Y2, s Y1 = 000, Y, Y, s Yien), ¥s Vi, s Yie2
i=i+1




A kivalasztas, linearis keresés és a logaritmikus keresés kivételével a fenti algoritmus
mintdk ciklusszervezése megegyezik: egy indexvaltozot vezetnek végig az m.n
intervallumon. Az ilyen esetekben alkalmazhatunk egy roviditett jeldlést az algoritmus
felirdsara. Ezt a valtozatot szoktdk szamlalos ciklusnak nevezni. Az elnevezés Kkicsit
félrevezetd, hiszen, mint latjuk, ez egy kezdeti értékadasnak és egy ciklusnak a szekvencigja.
JelentOségét egyrészt az adja, hogy ennél a ciklusndl pontosan meg lehet mondani, hany
iteracid utan fog ledllni a ciklus, masrészt a kiillonféle programozasi nyelvek kiilon nyelvi
elemet (példaul ,,for”) szoktak biztositani a kodolasukhoz.

i=m
i<n révidebben i=m..n
feldolgozas feldolgozas
I=i+1

A tovabbiakban ott, ahol lehetdség van ra, mi is ezt a rovidebb valtozatot fogjuk
hasznalni.



